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Una demostracion no usual en

Geometria

Resumen

La demostracion que realizaremos estd relacionada con un ejercicio de geometria elemental el cual lo analizaremos
desde dos puntos de vista “totalmente diferentes”. El primero tomando como base elementos muy conocidos en matemd-
tica transformacién de un niimero de decimal a fraccién y la suma de los mismos (método aproximado). En la segunda
parte se fundamentara en la aplicacion de herramientas del andlisis matematico de manera mas precisa: teoria de
limites para una funcién real, calculo diferencial, integral para funciones en una variable, sumatorias y series de
funciones reales (método exacto). Tomando en cuenta las dos situaciones anteriores, en el presente articulo se demues-
tra que ambos puntos de vista coinciden. Es por ello que en la demostracién que ponemos en consideracién se toman en
cuenta los dos criterios; los cuales nos conducen a mismo resultado sin importar el método, sino la manera como se hace
el estudio de un problema y mucho mds si esta relacionado con alguna rama de la Matematica, en otras palabras
debemos utilizar y aplicar los recursos disponibles de tal manera que podamos dar solucién a circunstancias que nos
suceden en nuestro diario vivir, sin que necesariamente sigamos un camino trazado por otro.

Palabras clave: Geometria, postulado, demostracion.

Abstract

We'll show a coincidence on results from the next two perspectives. To do it, we'll use an elementary geometry exerci-
se. First, we'll transformate it from a decimal number to a fraction, and we'll sum them (approximation method).
Second, we'll base on the application of more precise math analysis tools like: theory of limits for a real function,
differential calculus, integrals for one variable functions, summations, and real function series (exact method). The
reader has to know that these two perspectives not always have the same results. That's why it's so important to take a
better way to solve problems solved before for other people with other kind of resources. It's not a big problem to follow,
or not, to other people in their solutions.
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Introduccion

La Geometria como rama de la
Matemdtica es la ciencia dedicada a
describir, analizar y encontrar nuevas
aplicaciones a las formas espaciales
que nos rodean. En la actualidad se
constituye en uno de los instrumentos
mas importantes en el desarrollo de
ciencias ligadas a la ingenieria.

El hablar o escuchar del término
“Geometria® nos trag a la mente
nombres de matematicos y gedmetras
tales como  Euclides,  Platén,
Lobatchewski entre los mas conocidos
¥ que con seguridad hemos escuchado
en algin momento, recordemos
entonces aquella frase célebre de
Piatdn “ QUE NADIE ENTRE AQUI SI NO
SABE GEOMETRIA® [1]. Esta frase nos
parece un poco egoista pues entende-
riamos que la geometria es una clencia
que no puede ser entendida por
cualguier persona que tenga interés en
ella, sin embargo se debe tener
presente que para realizar o iniciar la
incursion en cualquier clencla se debe
tener muy en claro los fundamentos o
términos primitivos que dieron origen a
la misma, pues nos conduce por el

Una Demosirackin no Lisual en Goometria

camino amplio del conocimiento y nos
ayuda a entender el verdadero sentido
y la razon de ser de dicha ciencia.

Aguellos términos primitivos y en
los cuales se fundamenta la Geometria
son punto, recta, plano. En cualquier
lugar donde nos encontrémos slempre
encontraremos objetos, cosas, incluso
lugares que toman o tienen forma de
una figura geométrica.

Se distinguen dos tipos de geome-
tria, |a Euclidiana (0 de Euclides) y Ia
no Euclideana; cuyo punto de ruptura
esta dado por el muy famoso y conoci-
do V postulado [2]. Al no asumir este
postulado, se da inicio a la creacion de
otras geometrias (las no Euclideanas)
como la de Lobatchewski, o la de
Reamman que son de mucha utilidad
en el desarrollo de la humanidad,

Dentro de la Matemdtica suelen
presentarse dificultades, sobre todo
en el momento de hacer ejercicios que
demandan la ejecucion de un nimero
ilimitado de operaciones aritméticas,
lo que nos conduce a realizar
aproximaciones y obtener un resultado
cercano al verdadero; pero gracias al
Anadlisis Matematico, que ha desarro-

limites, derivadas e integrales, es
posible llegar al valor real; la cual es
mirado con mayor satisfaccion por
parte de los estudiantes.

Esta situacion me condujo a poner
en consideracidn la resolucién de un
gjercicio de Geometria elemental por
ambas vias, para que al final se
puedan realizar comparaciones vy
sacar conclusiones utiles. Los toplcos
del andlisis matemdtico y serle de
funciones se iran enunciando acorde
se vaya desamollando  dicha
resolucion.

El problema que plantearemos
tiene que ver con la teoria de segmen-
tos, tomado de la Geometria de cuyo
texto dice:

Problema: En una recta se toman
los puntos A, B, C, D, E...., sabiendo
que AB=0,1u; BC=0,02u;
CD=0,003;...; Calcular la longitud del
segmento que es la suma de los
segmentos dados, [3]

Respuesta: 10 u,

18

Grafiguemos para entender e
interpretar  de  mejor manera el
ejercicio propuesto;

llado herramientas de cédlculo como

A B C D E

p—r——t—F—— 4
0.1 0,02 0,003 0,0004

Desarrollo

a. Forma aproximada

AB + BC + CD + ...

Il

wan

0,1 + 0,02 + 0,003 + 0,0004 + ...

AB + BC + CD + ... = 0,1234567...
AB + BC + CD + ... = 0,1234567... = g = 0,12345678
Expresado en fracciones tendremos:
AB + BC + CD + .. = 0,1 + 0,02 + 0,003 + 0,0004 + ...
FEABE 0D hw R o g2 g

10 100 1000 10000
AB+BC 40D # =t b e ok,

10 102 10° 10
S Tl el 10
AB 3+ BC 4 CD =

0,1 234567... = Tl 0,12345678.
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b. Forma “exacta”
Tomaremos en cuenta la siguiente notacién para las fracciones:

0,1 = JA;
10
0,02 = %,
10
0,003 ia;
10
0,0000 B
10"
Recordando la notacion de sumatoria obtenemos:
0,1+ 0,02 + 0,003 +...+ 0,0000...n = L - i + i+
10 100 1000
n
+L: L+i+i+m Zi
1000..0 10 10%® 10° m" ) 10

Se debe tener claro que esta sumatoria no termina en “n”; por el contrario, n tiende al infinito (e ); por lo tanto esta sumatoria
se transforma en una serie de potencias [4].

k
En general se tiene que: Za representa a “una sumatoria de los elementos con k que va de 1 hastan”. Estaes la
k=1

lectura mas conocida y utilizada en las sumatorias.

k
Ahora pues Z a representa una serie, en términos no muy formales es la suma de las sumatorias dadas anteriormen-

Por esta razdn, es muy importante conocer las notaciones fundamentales de los términos y componentes matematicos que se
utilizaran en la resolucién.

k
Tomanda dicha notacidn tendremos que la sumatoria Z —— setransforma en la serie:

10k
£k
Z—]\ &

Luegp, la resolucion del problema se resume en encontrar el valor de la serie (1),

Por propiedades de series [5], tenemos:

.k L]

—= EE el (2)
1ok (Lo
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Realizando la sustitucién X = —  en la serie (2) y representandola en forma polinémica:
4 o + oo Pl
kaRZkaxkulzx kx*! (3)
k =] k - k = 1

+ oo
. k-1 ) _— P
La serie z k x se la puede resolver mediante la siguiente técnica:
k=1

en primer lugar se encuentra la integral de la serie y posteriormente aplicamos |a derivada, con la finalidad de “anular”
el efecto de la integral y volver nuevamente a la serie original.

En tal sentido, empleando la integral y sus prapiedades, tenemos:

4ao teo + o Xk + oo
Iz kx¥Tax = ijxk_ldx= Zk — | = xK (4)
k=1 k=1 k=1 k k=1
El resultado (4) se justifica pues:
xn-H
kamx=kjfmx=k +C
n+l

conk € R [6].

Tomando en cuenta la serie que va desde x elevado al exponente uno hasta el infinito, tenemos:.

Sacando factor comiin x en los n primeros términos:
- _k 2 3 |
e =x(i+x + x +...+x"_)+... (5)
=

Vamos a trabajar con la suma de potencias [7]:

14 x2 +%x° 4.+ x!

Si multiplicamos y dividimos por el factor (1 - x); ¥ recordando la diferencia de potencias, tenemaos:
n
(l - x) 1-x

(1-x)  1-x

1+ x2 +x3 + .+ x27] =(1+x2+x3+...+x"_l)
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Quedando la expresion (5) como:

+ 00 n
_ 4 (1 -X
xk=x(1+x2 + x> 4.+ X" 1)+
k=1 1-x
+ oo K X (1 _ Xn)
Z X = —— 4 (6)
k=1 1-x
Aplicando el limite al segundo lado de la expresion cuando n tiende al infinito [8]; y como lim xn = () cuando
n—»aoo
‘ X| < 1, ver referencia [9], se tiene:
x| 1- lim x"
3 X(I—Xn) [ n—ow j X(l—O) X
llm — = =
noo 1—-X 1-x 1-x 1-x
Entonces:
. X (1 -x" ) X
lim = (7
n—w 1-X 1-x
Resumiendo hasta el momento el trabajo realizado, y recopilando los resultados parciales (7), (6), (5) y (4) se llega a
obtener que:
x| 1- lim x"
, x(l—x“) ( n—>ow ) x(l—O) X
hm = = =
nsw 1—-X 1-x 1-x 1-x
Es decir
+
= X
jkakldx:— 8)
k=1 1-x

Para comprobar el valor del integral o comprobar su resultado, derivamos dicha respuesta. Es claro que la operacion inversa
de la derivacion es la integracion [10], que en nuestro caso, se lo puede expresar de la siguiente manera:

+

w0

4+
kaknl =i j kx* 1 dx
k=1 dx | © T
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Trabajando con una notaciéon mas familiar:

hY

+c0 " +® "
ka‘l=Ika ~1ax
Y gracias al resultado (8) se tiene:

1-x

+ 00 x

_ X
Z kg*l = [—] (@)
k=1

Recordando la regla para derivar un cociente [11]:

(f(x)J‘ £ (x)-g(x) - g'(x)f(x)
g(x) g’ (x)

donde las expresiones y son las derivadas de las funciones f(x) y g(x) respectivamente. Ademas, |la derivada de una
constante es igual a cero [12]; procedemos entonces a calcular la derivada expresada en (9):

[ X ]‘zx‘ 1-x)-x(1-x) _ l(l—x)—x(—l)= I-x+x _ 1
i () (0% N (B Rl %

Luego:

1

+ 00 k-1
kx* 7 = ——— (10)
kz=:1 (l—x)2

Reemplazando este resultado en la expresion (3) tenemos:

f I x f 1ex k-1 1 X
X =X X =X =
k=1 k=1 (1—x)2 (l—x)z
Y retomando la sustitucion de X = ——; encontramos el resultado de la serie (1):
1 1 1
+ 00 =+ 00 N o~ PN
Y e Tk Ao o100 10 20
S (| (1-x) (1—iJ [2] 81 8l
10 10 100

Por lo tanto:
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CONCLUSIONES

Los caminos para realizar una
demostracion o resolver un ejercicio
son  diversos, dependiendo de la
optica de la persona gque requiere
hacerlo; para este caso particular, el
problema puede resolverse por dos

métodos  totalmente  diferentes,
tomando en el primer método
fundamentos bdsicos como son la
transformacion de nimeros decima-
les a fracciones y aplicar la suma de
los mismos (método aproximado); v
en el segundo elementos e instrumen-
tos del andlisis matematico como son:
limites, derivadas, integrales, sumato-
rias y series de potencias (método

exacto).

Las respuestas obtenidas por
ambos métodos, difieren en una
cantidad despreciable para muchas
personas que miran la Matematica
cOmo una ciencia mas; sin embargo
individuos que tenemos otro punto de
vista, entendemos que dicha cantidad
despreciable es de gran importancia,
por ejemplo, en ciencias de la ingenie-
ria, donde se regulere trabajar con
valores meramente exactos.

Entonces surge la pregunta: la
Matemética es jexacta o aproxima-
da? Mas alld de dar respuesta a la
interrogante, gue quedard latente en
la mente de los lectores, mi criterio es

que se debe utilizar correcta vy
adecuadamente los instrumentos o
elementos basicos del analisis que
estdn intimamente relacionados con
cualquier actividad que hacemos de
manera cotidiana.

Se debe dejar claro que los dos
tipos de métodos aplicados son
validos, siempre v cuando se tome en
consideracion la formalidad que
requiere cada uno de ellos.

Finalmente, espero con este
articulo contribuir a la apertura de
espacios de discusion alrededor del
tema, pues ello enriquece el conoci-
miento personal y colectivo dentro de
una universidad.
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